
Законы сохранения в механике
Закон сохранения импульса и закон сохранения энергии - это теоремы ме

ханики Ньютона, которые используются для вычисления скоростей тел при их 
взаимодействии тогда, когда ускорение тела меняется во времени. Например, 
при спрыгивании человека с лодки он давит на лодку (и она на него) со все бо
лее ослабевающей силой; и лодка, и человек движутся с переменным ускорени
ем. И напрямую применить второй закон Ньютона крайне сложно. То же самое 
можно сказать, когда санки катятся не с плоской горы, а выпуклой или вогну
той. Решение задач про движение тела по наклонной плоскости показывает, что 
смена наклона приведет к изменению действующих сил нормальной реакции и 
силы трения. Это означает, что постоянно меняется во времени равнодействую
щая всех сил (и по модулю, и по направлению), ускорение тела, что не позволяет 
вычислить скорость санок в конце горки, даже если пренебречь силой трения. В 
ряде случаев задача может быть решена и с помощью законов Ньютона и с по
мощью законов сохранения, но решение с использованием законов сохранения 
оказывается более простым.

Итак, раз законы сохранения - теоремы, доказываемые с помощью законов 
Ньютона, значит, они выполняются только в инерциальных системах отсчета. 
В большинстве задач это будет система отсчета, связанная с поверхностью земли. 
Кроме того, для их выполнения требуется выполнение еще ряда условий. Одна
ко, прежде чем их сформулировать, надо, естественно, вспомнить ряд понятий.

Z

Закон сохранения импульса

Чтобы говорить о законе сохранения импульса, надо понимать, что такое им
пульс тела, что такое импульс системы тел и что такое внешние силы, действую
щие на систему тел.

Импульс тела (материальной точки) р = ти - векторная физическая величи
на, равная произведению массы этого тела (материальной точки) на его скорость. 
Импульсом системы тел называется сумма векторов импульсов всех тел этой си
стемы. Силы, действующие между телами системы, называются внутренними. 
Силы, характеризующие воздействие на тела системы тел, не входящих в систе
му, называются внешними.

На основе второго и третьего законов Ньютона может быть доказан закон со
хранения импульса системы тел: в инерциальной системе отсчета импульс си
стемы тел остается неизменным, если на систему не действуют внешние силы 
или их векторная сумма равна нулю.

Приближенно он выполняется и для систем, когда внешние силы конечны, а 
процессы, происходящие в системе, являются быстрыми и вызваны большими 
внутренними силами (столкновение тел, взрывы, выстрелы и т.п.). Кроме того, 
если сумма внешних сил не равна нулю, но проекция суммы внешних сил на вы
бранную ось равна нулю, то сохраняется проекция импульса системы на эту ось.

На рисунке приведены примеры реальных процессов, в которых закон сохране
ния импульса системы тел выполняется точно (рис. 10а), приближенно (рис. 106) 
и в проекции на выбранную ось (рис. 10в).

В случае а) внешними силами являются силы нормальной реакции, действу
ющие на вагоны со стороны рельсов (трением о рельсы пренебрегают) и силы 
тяжести вагонов. Они попарно уравновешивают друг друга, значит сумма внеш-

36



них сил равна нулю. Аналогично закон сохранения импульса можно применять 
в случаях, когда сталкиваются или разлетаются тела, находящиеся на гладком 
льду, на роликовых коньках или в лодках (считается, что сила трения лодки о 
воду также мала).

Рис. 10

В случае б), где разрывается горизонтально летящий снаряд сумма внешних 
сил, действующих на куски снаряда, и до, и после разрыва, не равна нулю, так 
как силу тяжести в этом случае никто не уравновешивает. Однако, если растал
кивание кусков снаряда происходит за малое время разрыва, то при конечной 
силе тяжести и большой скорости снаряда изменение импульса будет пренебре
жимо мало по сравнению с исходным импульсом системы тел. Поэтому в таких 
случаях также применяют при решении задач закон сохранения импульса.

В случае в) закон сохранения импульса заведомо не выполняется. До падения 
камня на тележку его импульс был направлен вертикально, а импульс тележки 
горизонтально, значит, импульс системы двух тел был направлен вправо - вниз. 
После взаимодействия и камень, и тележка движутся горизонтально, поэтому 
импульс системы тел направлен также горизонтально. Поэтому векторы импуль
са системы тел до и после удара направлены в разных направлениях и не могут 
равняться друг другу. В этом случае доказывается теорема, согласно которой, 
если существует ось, проекция суммы внешних сил на которую равна нулю, то 
проекция импульса системы на эту ось будет сохраняться. В данном случае такой 
осью является горизонтальная ось, так как все внешние силы действуют оп вер
тикали и не дают проекций на эту ось. Значит, сумма проекций импульса камня 
и тележки будет одинакова и до, и после падения камня. Аналогичная ситуация 
в задачах, когда пушка стреляет под углом к горизонту, находясь на железнодо
рожной платформе, человек стреляет из ружья под углом к горизонту, находясь 
на лодке, или отбрасывает комок снега под углом, стоя на коньках на льду.

Следует иметь в виду, что импульс тела - векторная физическая величина и 
его сохранение в случае равенства нулю суммы внешних сил означает выполне
ние векторного равенства. Например, при взаимодействии двух тел, движущихся 
в одной плоскости, это означает выполнение двух скалярных уравнений для про
екций импульсов одновременно. Примером может служить нецентральный удар 
бильярдных шаров:

т1»1х + т2»2х = тги1х + т2и2х, 

т1 v 1у + т2 р 2у = т1и1у + т2и2у‘
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В дальнейшем для краткости будем использовать аббревиатуру ЗСИ вместо вы
ражения «закон сохранения импульса».

Рассмотрим сначала несколько расчетных задач, которые иллюстрируют си
туации, когда закон сохранения импульса выполняется либо в векторном виде, 
либо в проекции на одну ось.

Пример 1.25. По гладкой горизонтальной плоскости по осям 
х и у движутся две шайбы с импульсами, равными по модулю 
р1 - 2 кг-м/с и р2 = 3,5 кг-м/с, как показано на рисунке. По
сле соударения вторая шайба продолжает двигаться по оси 
у в прежнем направлении с импульсом, равным по модулю 
р3 = 2 кг-м/с. Найдите модуль импульса первой шайбы после 
удара.

Решение. В данном случае внешние силы действуют в направлении, пер
пендикулярном плоскости чертежа, и импульс системы тел направлен под 
углом к осям х и у и сохраняется в ходе удара. Если нарисовать импульсы 
тел до и после удара, то станет ясно, как рассчитать искомый импульс р4.

А+А = Р\ +Рг

Р\

Можно воспользоваться тригонометрическими соотношениями и теоремой 
косинусов, а можно расчетом проекций искомого вектора. Как ясно из чер
тежа, д4х = Д!=2 кг-м/с, а Ац/ - Р2 ~Рз ~ кг-м/с. Откуда по теореме Пи

фагора р4 = ^р4х2 + р4у2 = ^22 +1,52 =2,5 (кг-м/с).

Пример 1.26. На экране монитора в Центре управ
ления полетов отображены графики скоростей двух 
космических аппаратов после их расстыковки (см. 
рис.). Масса первого из них равна 10 т, масса второ
го равна 15 т. С какой скоростью двигались аппара
ты перед их расстыковкой?

Решение. Сделаем чертеж, внимательно изучая график. На графике приве
дены проекции скоростей аппаратов на ось х, и раз они имеют одинаковый 
знак, значит оба аппарата движутся в одном направлении. Значит, импульс 
системы двух тел после расстыковки направлен вдоль оси х, значит, он на-
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правлен туда же и до расстыковки, если импульс сохраняется. Конечно, в 
данном случае сумма сил, действующих на тела не равна нулю, но, видимо, 
расстыковка происходит почти мгновенно путем расталкивания аппаратов 
пружиной или после срабатывания небольшого взрывного устройства меж
ду ними. Поэтому будем считать, что ЗСИ выполняется, и сделаем чертеж.

Тогда в векторном виде ЗСИ запишется так: 

(тх + т2)У0 = т1г1 + m2v2 •

А в проекциях на ось х: (m1+m2)vOx = fn1vlx + m2v2x, откуда

fnivix + m2v2x _ 10000 7 IO3 + 15000 8 103
(z^ + n^) 25000

= 7,6 103(ж/с).

Когда на движущуюся тележку падает сверху груз и далее едет вместе с теле
жкой, импульс системы явно «не сохраняется». В этом случае вектор импульса 
системы двух тел, равный векторной сумме их импульсов, до удара направлен 
под углом к горизонту, а после удара вдоль горизонта, то есть явно изменился по 
направлению. В этом случае следует вспомнить теорему о сохранении проекции 
импульса системы тел на ось, вдоль которой внешние силы не действуют, то есть 
сумма проекций внешних сил на которую равна нулю.

Пример 1.27. Камень массой ш1 = 4 кг падает под углом 60° 
к горизонту со скоростью 10 м/с в тележку с песком, поко
ящуюся на горизонтальных рельсах (см. рис.). Чему равен 
импульс тележки с песком и камнем после падения камня?

Решение. Внешние силы, действующие на камень (сила тяжести) и на те
лежку (сила тяжести и сила нормальной реакции рельсов), направлены по 
вертикали, то есть сумма проекций этих сил на горизонтальную ось равна 
нулю. Сумма импульсов системы двух тел на эту ось до удара равна проек
ции импульса камня р1х = mucosa , так как импульс тележки равен нулю. 
Значит проекция импульса на горизонтальную ось после удара также равна 
Pix = ^h^cosa = 4 10 0,5 = 20 (кг м/с). Так как импульс системы после удара 
направлен горизонтально, значит его модуль равнее проекции на горизон
тальную ось.

К заданиям, где закон сохранения импульса выполняется приближенно, сле
дует отнести и задания о реактивной тяге спутников, в ходе полета которых ме
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няется масса ракеты за счет сгорания топлива, и, кроме того, сумма внешних сил 
явно не равна нулю, так как сила тяжести действует на ракету и на вылетающие 
продукты горения топлива постоянно. В этом случае важно, не стать жертвой 
«горя от ума», то есть применить простейшую модель явления, которая считает
ся доступной школьникам. Задача имеет и более точное решение, однако реша
ется в рамках вузовской программы общей физики. В рамках ЕГЭ такое решение 
не предполагается.

Пример 1.28. На космическом аппарате, находящемся вдали от Земли, начал работать ре

активный двигатель. Из сопла ракеты ежесекундно выбрасывается 2 кг газа = 2 кг/с) 
А/

со скоростью и = 500 м/с. Исходная масса аппарата М = 500 кг. Какой будет скорость 1?! 
аппарата через t = б с после старта? Начальную скорость аппарата принять равной нулю. 
Изменением массы аппарата за время движения пренебречь.

Решение. Так как в условии предлагается пренебречь изменением массы за 
время t после старта, то видимо, предполагается, что этот промежуток до
статочно мал, чтобы массу ракеты считать постоянной (потери составят 12 
кг на фоне 500 кг), с одной стороны, и изменение импульса системы «аппа
рат + вброшенный газ» за счет воздействия силы тяжести малым, что мож
но считать закон сохранения импульса для этой системы выполненным.
Тогда с учетом нулевого начального импульса системы тел и массы газа, вы

брошенной за время t: m = • t из ЗСИ, получим:
А/

0 = Mv-i - mv = Mv-i--------tv.1 1 At

Откуда ui=^’^ = 12

Во второй части вариантов КИМ ЕГЭ естественно встречаются задания, кото
рые требуют применения закона сохранения импульса в сочетании с кинемати
кой и законами Ньютона.

Пример 1.29. Пластилиновый шарик, брошенный с горизон
тальной поверхности Земли с начальной скоростью v под 
углом а к горизонту, абсолютно неупруго сталкивается в воз
духе с другим таким же шариком, который начал двигаться 
без начальной скорости с некоторой высоты одновременно 
с первым шариком. Выразите время т от начала движения 
шариков, через которое шарики упадут на Землю, если сра
зу после столкновения скорость шариков направлена гори
зонтально. Сопротивлением воздуха пренебречь.

Решение. Первый шарик начинает движение из начала координат, а вто
рой - из точки А. До и после столкновения (в точке В) шарики свободно 
падают (рис.).
Поэтому до столкновения для первого шарика
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L>osinct 
2g

gt2 ловия h = , откуда t2 =
2

gt2 gt2
У1W = = Ц)8ша • t —

Li и
t>1{/(*) = uosina-£f,

а для второго шарика °2y (i) = -gt.

Шарики сталкиваются в момент tv при этом импульс системы двух ша
риков сохраняется: тпмх + ти2 = 2тй0 , а скорость й0 шариков после уда
ра согласно условию горизонтальна. Поэтому M*l) + O2z/(*1) = °> или 

(uosina-^1) + (-^i1) = O, откуда h =

Столкновение шариков происходит на высоте
9 9 9 9 9 9 9 •

h-u It }-,> sinn-t gtl - U°Sin a U°Sln tt - 3 U°Sin ° 
‘-ftW-'W1"" 2 - 2г 8g “8 g '

Поскольку скорость й0 шариков после удара горизонтальна, интервал вре
мени t2 от столкновения шариков до их падения на землю находится из ус-

L>osina
2g

ттт г» Lesina /„ г-\Шарики упадут на Землю в момент т - tA +12 = ------(1 + <3 J.

Закон сохранения энергии

Обратимся теперь ко второй теореме механики Ньютона - закону сохранения 
механической энергии. Для доказательства этой теоремы вводят понятия работа 

—>
силы и кинетическая энергия тела. Работа А постоянной силы F - это скаляр
ная физическая величина, равная произведению модуля силы F, модуля переме
щения s и косинуса угла между направлениями силы и перемещения (рис. 11). 
А = Fs cos а,

F

Рис. 11

Единица измерения работы - джоуль (1 Дж = 1 Н 1м). Кинетическая энергия 
материальной точки - скалярная физическая величина, характеризующая дви
жущееся тело и равная половине произведения ее массы на квадрат ее скорости:

_ то2
х ~ 2

Единица кинетической энергии в СИ также джоуль (Дж).
Рассчитаем кинетическую энергию, которую приобретет материальная точка 

под действием постоянной силы F, действующей вдоль направления ее переме
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щения (а=0°). Если в этом случае под действием силы материальная точка пере
местилась на расстояние s, то работа силы равна А = Fs .

Используя кинематические соотношения между скоростью, ускорением, прой
денным путем, а также второй закон Ньютона, связывающий ускорение и силу, 
действующую на материальную точку массой т, можно показать, что

2 2 2 2 2 2„ Го -V-, mv9 -mvA mvo mv,A = Fs = mas = ma ■ —---- — = —--------- — = — -------- — .
2a 2 2 2

Таким образом, работа постоянной силы равна изменению кинетической энер
гии тела. Этот вывод обобщается и на меняющуюся во времени силу, и на одно
временное действие на материальную точку нескольких сил и носит название 
теоремы об изменении механической энергии: изменение кинетической энергии 
материальной точки равно работе всех сил, действующих на нее при переходе 
из точки 1 в точку 2 траектории.

Работа силы может быть как положительной, так и отрицательной, так и рав
ной нулю. Это зависит от угла между направлениями перемещения и силы, ко
торая, совершает работу. Поэтому, например, работа силы трения всегда отри
цательна (а = 180°, cos 180° = -1), а работа силы нормальной реакции N равна 
нулю (а = 90°, cos 90° = 0). И изменение кинетической энергии поэтому под дей
ствием силы трения отрицательно (тело замедляется), если работа всех остальных 
сил равна нулю. А изменения кинетической энергии на гладкой горизонтальной 
плоскости под действием силы нормальной реакции не происходит, если работа 
всех остальных сил (включая силу трения и силу тяжести) равна нулю.

Работа некоторых сил не зависит от траектории движения тела и может быть 
вычислена заранее. На основании этого с использованием теоремы об изменении 
кинетической доказывается теорема о сохранении механической энергии. Так, 
например, можно доказать, что работа постоянной вблизи поверхности Земли 
силы тяжести не зависит от траектории движении тела и определяется только 
высотой h относительно некоторого уровня над Землей. Amg= mgh = mg(h2 - hr), 
если тело было на высоте h2 и спустилось до высоты hx (относительно выбранного 
уровня), причем независимо от того, летело оно вертикально вниз или сначала 
поднималось, потом опускалось, или вовсе летело по дуге параболы. Это позволя
ет доказать, что:

Если тело, двигаясь только под действием силы тяжести из точки 1 в точку 
2, которые находятся на высоте hx и h2 (относительно выбранного уровня), то 

та2 „
величина, равная Enex=mgh +------  и называемая механической энергией тела,

2
сохраняется, то есть в ходе движения, независимо от траектории,

2 2, тщ , mv9 mgh-^ + —— = mgh2 + —.
Zu La

Это и есть формулировка закона сохранения механической энергии в простей
шем варианте. Эта величина сохраняется еще в ряде случаев, часто встречающих
ся в задачах: когда тело колеблется на нити и когда тело съезжает с гладкой (без 
трения) произвольной формы горки (рис. 12). Сохранение механической энергии 
в этих случаях доказывается также на основании теоремы об изменении кинети-
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ческой энергии, так как работа всех сил, кроме работы силы тяжести, в этих си
стемах равна нулю. Действительно, для шарика на нити работа силы натяжения 
f равна нулю, так как она направлена все время перпендикулярно перемеще
нию шарика. Для гладкой горки работа силы нормальной реакции равна нулю по 
той же причине. Поэтому в запись теоремы об изменении кинетической энергии 
в этих системах войдет только работа силы тяжести, как и в случае движения 
тела, брошенного под углом к горизонту.

Величина En=mgh, входящая слагаемым в механическую энергию тела, назы
вается потенциальной энергией тела, поднятого над землей на высоту h (относи
тельно произвольно выбранного начального уровня). Такая энергия вводится для 
сил, работа которых не зависит от траектории движения тела.

Использование этих соотношений проверяется во многих заданиях с выбором 
ответа. Рассмотрим только один пример.

Пример 1.30. На рисунке показаны положения свободно падающего шари- 
1

ка через интервалы времени равные — с. Масса шарика 0,1 кг. Оцените, о U
пользуясь законом сохранения энергии, высоту, с которой упал шарик.

Решение. Если использовать простейшую модель эксперимен- h

та, полагая, что приведенные на рисунке 0,2 м он пролетел за I q I
1 ' I

t = —си его средняя скорость на этом промежутке примерно
30 „ 0,2 30 м

равна мгновенной скорости в конце полета гм *=------------ = Ь— > то> применяя
1 с с

закон сохранения механической энергии для полета с высоты h, получим 

mgh + 0 = 0+ . Откуда h = ~ == 1,84 (м). В модели равноускорен

ного движения можно найти конечную мгновенную скорость на участке,

показанном на рисунке. Записав закон сохранения энергии для двух нари
сованных положений шарика, получим

2 2,, mv, mv9 mg Ah -I—- ——
2
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Добавив к этому выражению связь между скоростями при движении в тече- 
1

нии времени £ = — с с ускорением g, получим v2 =v1 + gt. ov
Сократив первое уравнение на g и решив систему двух уравнений с дву

мя неизвестными и v2, получим (полагая £=9,8 м/с2) ^=5,98 м/с и 

и2 =6,31 м/с . Как и следовало ожидать, одна скорость чуть меньше средней, 
вторая - чуть больше средней скорости 6 м/с. Использование точного зна- 

, ти22

2 +~2~~ 2 +~Г

чения скорости v2 в законе сохранения энергии mgh = —— дает значение 
2

высоты h ~ 2,0 м.

Еще одной системой, в которой на основании теоремы об изменении кинети
ческой энергии и понятия работа силы можно ввести понятие потенциальной 
энергии и сформулировать закон сохранения энергии, является груз на пружине, 
подчиняющейся закону Гука. Если в случае движения тела под действием силы 
тяжести рассчитывается работа постоянной по модулю и направлению силы, то в 
случае груза на пружине понятие потенциальной энергии в ходе колебания груза 
вводится на основании расчета работы непрерывно меняющейся силы. В ходе ко
лебания груза постоянно меняется координата конца пружины, на которой коле
блется груз, а значит, постоянно меняется модуль силы упругости (рис. 13). Как 
видно из рисунка, после прохождения положения равновесия (когда пружина не 
сжата и растянута, х=0) меняется и направление силы. В ходе такого движения 
горизонтального маятника силы тяжести груза и реакции опоры уравновешены, 
движение происходит перпендикулярно этим силам, поэтому и ускорение груза, 
и изменение его кинетической энергии происходит под действием только силы 
упругости пружины.

Рассчитаем работу силы упругости пружины при 
движении груза вправо от точки А до точки В (рис. 13). 
Согласно закону Гука, Еупр х = - kx.

Работу переменной силы упругости при движении 
тела лучше всего можно посчитать графически (это 
площадь заштрихованного треугольника рис. 13):

где х = (Z - Zo) - растяжение пружины.
Применяя для тела на пружине теорему об измене

нии кинетической энергии, получим:
2 2mvB mvA 

~~2 2
Величину

= А 
kxB

2

АВ~~
kXB
~2~ или

2 , 2 2mvB kxB _ mvA

называют потенциальной энергией груза на пружине или по

тенциальной энергией пружины, так как она связана с работой силы упругости. 
Выражение

2 , 2 2,2mvB kxB _ mvA kxA 

44



рассматривают как закон сохранения полной механической энергии груза на 
пружине, где хА = 0, т.е. смещение пружины равно нулю.

Аналогично можно показать, что это соотношение выполняется не только при 
растягивании пружины, но и при ее сжатии, то есть при движении влево от по
ложения равновесия.

При заданной полной механической энергии груза на пружине кинетическая 
энергия груза, а следовательно, и его скорость, будет максимальна тогда, когда 
потенциальная энергия минимальна (х = 0), и минимальна (п = 0) тогда, когда 
потенциальная энергия максимальна (максимально растяжение пружины).

Закон сохранения полной механической энергии трактуют как изменение ки
нетической энергии на столько, на сколько меняется потенциальная энергия.

Особенно сложен анализ преобразования различных видов механической энер
гии друг в друга, когда груз подвешен к вертикальной пружине (вертикальный 
пружинный маятник), поскольку работу совершает не только сила упругости, 
но и сила тяжести. Поэтому при рассмотрении перемещения груза из точки А в 
точку В траектории придется учитывать обе работы. В этом случае используя те
орему об изменении кинетической энергии легко показать, что будет сохранять
ся полная механическая энергия, включающая в точке А кинетическую энергию

тгЛ ,
груза —, его потенциальную энергию как тела поднятого на высоту h относи

тельно некоторого выбранного уровня mghA и потенциальную энергию пружины 
kx\
—— , где хА~ полное растяжение пружины в точке А (рис. 14).

Рис. 14

То есть------- \-mgh-\------ — Е„ = const , если х отсчитывать от положения не-2 ° 2 мех ’

растянутой пружины.
Рассмотрим, например, для вертикального маятника задачу о том, как ведут 

себя потенциальная энергия пружины, кинетическая энергия груза, его потенци
альная энергия в поле тяжести, когда груз движется вверх к положению равно
весия.

На рис. 15 показан уровень CD равновесия покоящегося груза, вокруг которо
го он колеблется. Если точка А - самая нижняя точка траектории, то пружина в 
ней максимально растянута, значит потенциальная энергия пружины в этой точ
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ке максимальна и при движении к точке равновесия (у = 0) она может только 
уменьшаться. Потенциальная энергия груза в поле тяжести увеличивается, так 
как груз поднимается все выше относительно земли. Сложнее обстоит с анализом 
изменения кинетической энергии. Для этого следует доказать, что в точке равно
весия кинетическая энергия максимальна. Проще всего показать это, используя 
второй закон Ньютона, а не закон сохранения энергии. Точка равновесия опреде
ляется условием

Рис. 15

В точках ниже этой точки пружина растянута сильнее, и сила упругости стано
вится больше mg, то есть равнодействующая двух сил в точках ниже положения 
равновесия направлена вверх. Поэтому, начиная с нижней точки траектории, где 
скорость груза равна нулю, груз будет ускоряться вплоть до положения равно
весия, поскольку скорость и равнодействующая всех сил и ускорение направле
ны в одну сторону. Ускорение будет убывать и в точке равновесия станет равным 
нулю.

Как только груз поднимется выше положения равновесия, сила упругости ста
нет меньше mg, равнодействующая этих двух сил будет направлена вниз (то есть 
против скорости груза) и груз начнет замедляться, хотя будет еще продолжать 
двигаться вверх. Пока окончательно не остановится в верхней точке траектории. 
Поэтому в точке равновесия, скорость груза, а следовательно, и его кинетическая 
энергия достигнут максимума. Значит, при движении груза снизу вверх к точке 
равновесия его кинетическая энергия возрастает.

Если при движении тела возникают внутренние или внешние силы трения, то 
работа силы трения приводит к уменьшению механической энергии. Работа силы 
трения эквивалентна переводу механической энергии во внутреннюю, то есть при 
трении тел друг о друга увеличивается суммарная кинетическая энергия движе
ния молекул тел относительно их центра. Попросту говоря, трущиеся тела на
греваются, поэтому иногда в задачах «уменьшение механической энергии за счет 
внешнего или внутреннего трения» называют «выделением количества теплоты» 
или просто «выделившейся теплотой», что и вовсе является некорректным жар
гонным выражением. Поскольку работа силы трения достаточно просто вычис
ляется AFTp=FTps cos 180°=-FTps, а уменьшение механической энергии в точности 
равно по модулю работе силы трения, то это упрощает решения ряда задач.

Рассмотрим пару примеров.
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Пример 1.31. Из пружинного пистолета выстрелили вертикально вниз в мишень, находя
щуюся на расстоянии 2 м от него. Совершив работу 0,12 Дж, пуля застряла в мишени. 
Какова масса пули, если пружина была сжата перед выстрелом на 2 см, а ее жесткость 
100 Н/м?

Решение. В данной задаче пренебрежем изменением длины пружины в ходе 
выстрела по сравнению с высотой, на которую переместилась пуля до удара 
о мишень. Будем считать, что вначале пуля в пистолете покоилась, а пру
жина была сжата, поэтому энергия системы «пружина+пуля» равнялась 
потенциальной энергии пружины и потенциальной энергии пули, располо
женной на высоте h относительно уровня мишени. Перед ударом о мишень 
полная механическая энергия этой системы состоит только из кинетической 
энергии пули. Согласно закону сохранения механической энергии, имеем : 

kx , mi\ ~T+mgh=-^’

где v j- скорость пули непосредственно перед мишенью.
Пуля при вхождении потеряла кинетическую энергию за счет работы силы 
трения, поэтому, согласно теореме об изменении кинетической энергии, из
менение этой энергии равно работе силы трения. Модуль этой работы «за
шифрован» в условии задачи как «работа пули», хотя в физике все-таки 
чаще говорят о работе силы, а не работе объекта:

mv^

(1)

.р <0 или 
гтпр

(2)

0-
2

2 tmP
Решая полученную систему уравнений, находим массу пули:

m = 2A.~fex2 =5 (г).
2gh

Пример 1.32. Лыжник массой 60 кг спустился с горы высотой 20 м. Какой была сила со
противления его движению по горизонтальной лыжне после спуска, если он остановился, 
проехав 200 м? Считать, что по склону горы он скользил без трения.

Решение. Закон сохранения энергии для спуска с гладкой горы даст

тли2
mgh = (1)2

где v — скорость лыжника сразу после спуска горы.

Изменение механической энергии на горизонтальном участке равно работе 
силы сопротивления, направленной против перемещения лыжника на рас
стояние s:

2
0- —= =-FconDs. (2)2 Гсопр conP v ’

Решая полученную систему уравнений, получим mgh = Fconps , откуда

Угоч,=^ = 60(Н) .
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Пример 1.33. Шайба массой т = 0,1 кг начинает движение по желобу АВ из точки А из 
состояния покоя. Точка А расположена выше точки В на высоте Н = б м. В процессе дви
жения по желобу механическая энергия шайбы из-за трения уменьшается на ДЕ = 2Дж. В 
точке В шайба вылетает из желоба под углом, соответствующим максимальной дальности 
полета BD. Найдите максимальную высоту подъема шайбы после вылета шайбы из жело
ба. Сопротивлением воздуха пренебречь.

Потенциальная энергия шайбы в точке А относительно уровня BD равна 
mgH. За счет трения перед вылетом из желоба шайба имеет полную меха
ническую энергию mgH - ДЕ, которая в точке В является кинетической

энергией тела . В ходе полета после вылета из желоба эта энергия пре- 
2

образуется в потенциальную энергию, частично в кинетическую. Закон со
хранения полной механической энергии при перемещении шайбы из точки 

ТТ _ тйп пгд2
В в точку максимального подъема дает mgH -дЕ = = mgh + - .

Рассмотрение полета тела, брошенного под углом к горизонту, показыва
ет, что максимальная дальность полета при заданной начальной скорости 
и0 достигается при броске под углом а = 45°. Действительно, время полета 

2$nsina£пол - —У------- , скорость движения вдоль горизонтальной оси их = v0cosa,
& т 2$п sina -tin cos а г> т

откуда дальность полета L = —уу-------= —— sm2a • Значение L прини-
g g

мает максимальное значение при sin2a = 1, то есть при a = 45°. Поскольку в
О верхней точке траектории тело движется со скоростью I? = дх - #0 cos45 = —§= , 

то закон сохранения энергии дает

mtin , md2 1 тд2 1 тдп
 — = mgh + = mgh + = mgh ч — ■ 

2--------------2---------------2*2---------------4
Л , тпг?п mgh-^E , Н ьЕОткуда mgh = — =------------  или Л = — -   = 2(м).

4 2 2 2mg2

Совместное применение закона сохранения импульса и энергии
Более сложны задания, в которых следует одновременно применить и закон 

сохранения импульса, и закон сохранения энергии. Прежде всего, следует по
нять, какой из этих законов можно применять на каком из этапов описанного 
механического процесса.

В заданиях, где требуется использовать закон сохранения импульса, часто ис
пользуется термин абсолютно неупругий удар, который следует трактовать как 
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то, что после удара тела «слипаются», движутся как единое целое. При этом, как 
нетрудно показать, сумма кинетических энергий тел до удара оказывается боль
ше, чем после удара, механическая энергия переходит во внутреннюю энергию 
соударяющихся тел, они нагреваются. При слипании части тел деформируются, 
слои, двигаясь друг о друга, подвергаются внутреннему трению, а наличие силы 
трения всегда приводит к потере суммарной механической энергии. Абсолютно 
упругий удар - это удар, при котором сохраняется и сумма импульсов соударяю
щихся тел, и сумма их кинетических энергий - не происходит «потери» механи
ческой энергии.

Пример 1.34. Доска массой 0,5 кг шарнирно подвешена к потолку на 
легком стержне. На доску со скоростью 10 м/с налетает пластилиновый 
шарик массой 0,2 кг и прилипает к ней (см. рис.). Скорость шарика пе
ред ударом направлена под углом 60° к нормали к доске. Чему равна 
кинетическая энергия системы тел после соударения?

Решение. Текст задачи, конечно, далек от реалий, но надо «понять автора». 
Судя по рисунку, доска своей длинной стороной расположена в плоскости, 
перпендикулярной чертежу. В противном случае было бы необходимо учи
тывать особенности измнения кинетической энергии для движения твердых 
тел, а не материальных точек. Удар, когда шарик прилипает к доске и они 
движутся с одинаковой скоростью, неупругий. Чтобы найти кинетическую 
энергию после удара, найдем скорость доски с шариком и после удара. Для 
этого нужно применить «закон сохранения» проекции импульса на гори
зонтальную ось. Импульс системы тел «шарик - доска» не сохраняется, так 
как до удара он направлен вправо вниз, а после удар точно вправо. Однако 
в данном случае горизонтальная ось - это ось, на которую внешние силы 
(сила тяжести доски, шарика, сила натяжения нити) дают проекцию, рав
ную нулю, и значит, они не могут изменить проекцию импульса системы 
на эту ось, поэтому в проекциях на ось х, направленную горизонтально, 
mvcosa - (т + М)и, так как скорость доски с шариком после удара направ
лена горизонтально (М — масса доски).
Откуда mvcosa и =----------- ,

(т + М)
а кинетическая энергия шарика и доски

9 9 9 9= (т + М)и = я. о cos « = 0 п
“ 2 2(т + М)

Так как удар неупругий, то часть кинетической энергии шара 
mv2

(Ekq—----- = 10Дж) перешла во внутреннюю энергию шара и доски, кото-
2

рые нагрелись.
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Пример 1.35. Брусок массой пэ1 = 600 г, движущийся со скоростью 2 м/с, сталкивается с 
неподвижным бруском массой т2 - 200 г. Какой будет скорость первого бруска после 
столкновения? Удар считать центральным и абсолютно упругим.

Решение. Термин «центральный удар» означает, что тела столкнулись так, 
что до удара и после него их скорости направлены вдоль одной и той же ли
нии. Термин «абсолютно упругий удар» означает, что деформации брусков 
при столкновении были упругими, то есть не было внутренних сил трения и 
кинетическая энергия системы тел до удара и после нее одинакова, посколь
ку потенциальная энергия тел при движении по горизонтальной плоскости 
не меняется. Впрочем, в условии не сказано, что тела расположены на гори
зонтальной поверхности, однако в задаче мы будем оперировать очень ко
ротким промежутком времени до и после удара, поэтому даже если такое 
столкновение произошло в воздухе, то тела практически не сдвинулись по 
вертикали, поэтому их цотенциальная энергия при столкновении не меня
ется, а сумма кинетических энергий сохраняется. Слово «удар» в условии 
позволяет нам использовать и закон сохранения импульса, поскольку даже 
если бруски сталкиваются в воздухе, силы тяжести их конечны, а время 
столкновения можно считать очень кратким.
Тогда, записав законы сохранения импульса (в векторном виде) и энергии (в 
виде сумм кинетических энергий до и после удара), получим:

+ 0 = + тп2^2’
2 /2 /2

mlvl ! ml^l , m2V2
2 2 2'

Переписав первое уравнение в проекции на ось, расположенную вдоль началь
ной скорости первого бруска и учитывая, что удар центральный, получим 

m1v1 = m1v{x + m2v2x. (1)
Поскольку модули проекций скоростей совпадают с модулями скоростей 
(|у£х| - и 1^2x1= v2 > то закон сохранения энергии можно переписать в виде

= m1v{2x + m2v'2x^ (2)

Система уравнений (1) и (2) содержит два неизвестных в виде проекций ско
ростей брусков после удара. Для решения системы удобно перенести слагае
мые, содержащие массу первого бруска, в левые части уравнений:

т1(»1 ~ и1х) = т2^2х

-vlx) = m2v2x

Теперь, поделив второе уравнение на первое и разлагая разность квадратов 
на множители, получим

(Vi + v'lx) = v2x.
Остается подставить это выражение для v2x в уравнение (1), чтобы выра
зить искомую величину:

(гщ -т9}и,х =—----^ = 1м/с.
тг +т2
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Дальнейшее усложнение заданий, в которых одновременно нужно применить 
и закон сохранения (изменения) механической энергии, и импульса идет по пути 
предварения удара процессом разгона одного из тел и анализом дальнейшего дви
жения тел после удара. В этом случае закон сохранения импульса применяется 
для установления соотношения скоростей тел до и после удара, а определение 
скоростей в ходе последующего (или предваряющего удар) движения производит
ся из законов сохранения энергии или ее изменения за счет работы силы трения.

Пример 1.36. От удара копра массой 450 кг, падающего свободно с высоты 5 м, свая мас
сой 150 кг погружается в грунт на 10 см. Определите силу сопротивления грунта, считая 
ее постоянной, а удар - абсолютно неупругим. Изменением потенциальной энергии сваи 
пренебречь.

Решение. Тексты некоторых физических задач, предлагаемых на ЕГЭ, содер
жат технические термины, которые современные ученики слышат впервые. 
Такие задачи в современные сборники, в том числе и варианты ЕГЭ, попадают 
по инерции из старых задачников, написанных во времена, когда эти слова 
были на слуху, были новыми техническими устройствами. В данном случае 
речь идет о словосочетании «копра, падающего свободно с высоты». Копёр - 
строительная машина, предназначенная для установки свай. Вместо выра
жения «копра массой 450 кг» в тексте следует читать «молот копра массой 
450 кг», хотя в технике эта падающая на сваю часть копра называется «баба 
копра»;
Для неупругого удара молота массой т1, падающего на сваю массой т2 со 
скоростью закон сохранения импульса в проекции на вертикальную ось 
(если удар происходит быстро и рассматривается скорость v2 молота со сва
ей сразу после удара, то предположение о сохранении величины импульса 
системы тел вполне справедливо):

т1о1 = (т1 +т2)и2.
Закон сохранения механической энергии, примененный для падения моло
та с высоты /г; до точки удара с верхним торцом сваи:

г, mlVl

Теорема об изменении кинетической энергии молота со сваей в ходе оста
новки за счет действия сил сопротивления грунта F при погружении сваи в 
грунт на глубину h2:

(m1 + m2)vl р
птр & *

Решение этой системы из трех уравнений дает ответ:

/^ = 169кН,
(7^+7712)^2
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Пример 1.37. Пластилиновый шар массой 0,1 кг имеет 
скорость 1 м/с. Он налетает на неподвижную тележку 
массой 0,1 кг, прикрепленную к пружине, и прилипает к 
тележке (см. рис.). Чему равна максимальная кинетиче
ская энергия системы при ее дальнейших колебаниях? 
Трением пренебречь. Удар считать мгновенным.

Решение. Важно понять, что при решении задачи описанный процесс сле
дует разбить на 2 этапа: очень быстрый неупругий удар, при котором сохра
няется импульс системы «шар-тележка» (но не сохраняется механическая 
энергия), и движение (колебание) системы «шар-тележка», в ходе которого 
сохраняется механическая энергия системы (сумма кинетической энергии 
шара с тележкой и потенциальной энергии пружины).
После этого ясно, что закон сохранения импульса при неупругом ударе 
шара, летящего со скоростью на покоящуюся тележку, дает возможность 
вычислить скорость V2 их совместного движения после удара

mlv1 = (т1 + т2)и2 •
Учитывая, что первоначально пружина не была сжата или растянута, так 
как тележка покоилась, можно понять, что в ходе дальнейшего движения 
к стене кинетическая энергия будет только снижаться и максимальная ки
нетическая энергия в ходе колебаний - это кинетическая энергия шара с 
тележкой сразу после удара

_ (m1 + m2)uf 
Е"-----------2 '

Подстановка числовых данных дает скорость объектов после удара 
у2=0,5 м/с и кинетическую энергию Ек= 0,025 Дж.

Пример 1.38. Брусок массой гп1 = 500 г соскальзывает по наклонной плоскости с высоты 
h = 0,8 м и, двигаясь по горизонтальной поверхности, сталкивается с неподвижным бру
ском массой т2 = 300 г. Считая столкновение абсолютно неупругим, определите общую 
кинетическую энергию брусков после столкновения. Трением при движении пренебречь. 
Считать, что наклонная плоскость плавно переходит в горизонтальную.

Решение. Кинетическая энергия первого бруска перед столкновением опре
деляется из закона сохранения полной энергии при скольжении по гладкой 
наклонной плоскости:

пъи? и
~y- = m1gh.

Zu

Скорость системы и после удара, определяется из закона сохранения им
пульса на горизонтальном участке:

mifi ~(т1 +m2}v .
Кинетическая энергия брусков после столкновения

Е = (т1 + т2)у2
2
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Из системы уравнений получим:
/ \ о[т1 +m2)v

2
Е =

mxv2 тх
----- -------- ------ ------ ----- mxgh = 2,5 (Дж).

+ т2 2 тх + т2

Пример 1.39. Пуля летит горизонтально со скоростью и0 - 160 м/с, пробивает стоящую на 
горизонтальной шероховатой поверхности коробку и продолжает движение в прежнем

направлении со скоростью —щ. Масса коробки в 12 раз больше массы пули. Коэффици- 
4 0

ент трения скольжения между коробкой и поверхностью р = 0,3. На какое расстояние S 
переместится коробка к моменту, когда её скорость уменьшится на 20%?

Решение. Процесс следует разбить на два этапа: быстрое пробивание пулей 
коробки и торможение коробки с шершавую поверхность после получения 
ею скорости и0 после вылета пули. Пусть т — масса пули, М - масса короб
ки. Согласно закону сохранения импульса

mv0 = т ^-i>0+ Ми^.

Так как М = 12т, то из этого уравнения следует, что ип = — v .
16 0

По условию, конечная скорость коробки равна и = О,8ио.
Теорема об изменении кинетической энергии за счет работы силы трения, 
равной на горизонтальной поверхности F = pN = gmg и действовавшей на 
пути s, дает:

Ми2 Мил ,, ---------------У- = - uMgs.
2 2

Сокращая на М и подставляя выражения для и и и0, получим 

s = 0,36 Up = 0,36 (Гр j _j_ = g
2 pg 2 Ц6> pg

Пример 1.40. На гладкой горизонтальной поверхности
стола покоится горка с двумя вершинами, высоты кото-

5
рых h и —h (см. рис.). На правой вершине горки нахо-

2
дится шайба. От незначительного толчка шайба и горка

приходят в движение, причём шайба движется влево, не 
отрываясь от гладкой поверхности горки, а поступательно движущаяся горка не отрыва
ется от стола. Скорость шайбы на левой вершине горки оказалась равной и. Найдите от
ношение масс шайбы и горки.

Решение. Ясно, что в ходе движения двух тел системы происходит изменение 
импульса и энергии каждого из тел. Потенциальная энергия шайбы умень
шается, а ее кинетическая энергия и кинетическая энергия горки увеличива
ются. Так как второй закон Ньютона при анализе движения и шайбы и горки 
неприменим (действие силы давления шайбы на горку все время меняет и на
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правление и модуль, то же можно сказать и про силу реакции горки, толка
ющей шайбу), требуется проанализировать возможность применения законов 
сохранения.

На систему тел «шайба + горка» действуют 
внешние силы (тяжести и реакции стола), на
правленные по вертикали, поэтому проекция 
импульса системы на горизонтальную ось Ох 
системы отсчёта, связанной со столом, сохра
няется.
Работа сил реакции равна нулю, так как по
верхности и горки, и стола гладкие, поэтому 
полная механическая энергия системы тел 
также сохраняется.
Следует нарисовать два положения системы, 
для которых будут записываться законы со
хранения. В условии задачи фигурируют два 
положения (см. рис.), когда шайба на верши
не правой горки (i=0) и когда она на вершине
левой (^=ix).
Сохранения проекции импульса на ось х для перехода из первого состояния
во второе дает: 0 = Ми - mv .
Так как потенциальная энергия горки не меняется, закон сохранения энер
гии дает

mv2 Ми2 . 5 ,
-у- + —— + mgh = -mgh .

Li U U
Решая систему двух уравнений, получим искомое отношение масс шайбы т
и горки М\

т _ 3g/i
М v2

Пример 1.41, Снаряд, движущийся со скоростью z?0, разрывается на две равные ча
сти, одна из которых продолжает движение по направлению движения снаряда, 
а другая - в противоположную сторону. В момент разрыва суммарная кинетическая энер
гия осколков увеличивается за счёт энергии взрыва на величину ДЕ. Скорость осколка, 
движущегося вперёд по направлению движения снаряда, равна Найдите массу т 
осколка.

Решение. При разрыве сохраняется импульс системы, так как внешние 
силы конечны, а разрыв происходит быстро. Записывая закон сохранения 
импульса в проекции на ось, направленную вдоль начальной скорости сна
ряда, и добавляя закон сохранения энергии с учетом вклада в нее энергии 
сгоревшего порохового заряда, получим:

2ти0 = mvr -mv2;
< 2 2

I 2 WHi WU?mv +AE =----- +—
I 0 2 2

Здесь v2 ~ модуль скорости летящего назад осколка снаряда.
Выражая его из первого уравнения и подставляя во второе (предварительно 
разделив его на т) получаем: v2 = -2и0 •
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9 9 ЛЕ(vf-2vov1 + vo)- — = 0.

Откуда с учетом, что выражение в скобках - это квадрат разности двух ве
личин, получим:

ДЕ т =-----------

Пример 1.42. Начальная скорость снаряда, выпущенного из пушки вертикально вверх, 
равна 200 м/с. В точке максимального подъема снаряд разорвался на два одинаковых 
осколка. Первый упал на землю вблизи точки выстрела, имея скорость в 2 раза больше 
начальной скорости снаряда. До какой максимальной высоты поднялся второй осколок? 
Сопротивлением воздуха пренебречь.

Решение. В данном случае закон сохранения импульса нужен только для 
того, чтобы утверждать, что осколки разлетелись с одинаковыми скоростями:

0 = пп\ - mv2 =>v1=v2-
Далее задача решается с использованием только закона сохранения энер
гии.
Согласно закону сохранения энергии, для движения снаряда с земли до точ-
ки разрыва

„ , 2тгп2
2mgh = —•

Так как второй осколок на данной высоте имел скорость v2, то закон сохра
нения энергии для его перемещения из этой точки в точку максимального 
подъема дает: 2

, mv2mgh+—^— = mghMaKC.

Для первого осколка, который упал на землю со скоростью vQ, стартовав на 

высоте h со скоростью = v2 :
< 2 2

mgh+^=m^ .
2 2

Решая систему из 3-х уравнений, получим

Лиакс=йХ = ^ = ^ = 8000м. 
2g 2g g

В заданиях о соударении двух шаров, подвешенных на нитях, или о подве
шенном на нити шаре, в который попадает пуля, следует четко представлять, на 
каких этапах рассматриваемого движения следует применять закон сохранения 
импульса, а на каком - закон сохранения энергии.

Если речь идет об упругом ударе шаров, то закон сохранения энергии выполня
ется и на стадии спуска шара, и на стадии соударения, и на стадии подъема раз
летевшихся шаров. Закон сохранения импульса применяется на стадии рассмо
трения удара в нижней точке траектории, когда нити, на которых висят шары, 
вертикальны. В этом положении все внешние силы, действующие на систему, 
направлены вертикально, поэтому проекция импульса системы сталкивающихся 
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тел на горизонтальную ось сохраняется. Но поскольку скорости тел в этом поло
жении направлены горизонтально, можно говорить и просто о законе сохранения 
импульса, не оговаривая, что следует учитывать только проекции импульсов на 
горизонтальную ось.

Если удар неупругий (сталкиваются пластилиновые шары, пуля пробивает шар 
или застревает в нем), то для стадии спуска (или подъема) шара (или шаров) на 
нити можно применить закон сохранения энергии, а для самого удара в нижней 
точке траектории можно применять только закон сохранения импульса. Закон 
сохранения энергии может понадобиться только для расчета доли механической 
энергии, перешедшей во внутреннюю энергию в ходе неупругого удара или «ко
личества теплоты», выделившейся при ударе.

Рассмотрим пример с упругим и неупругим соударениями.

Пример 1.43. Два шарика, массы которых отличаются в 3 раза, висят, соприкасаясь, на 
вертикальных нитях (см. рис.). Легкий шарик отклоняют на угол 90° и отпускают без на
чальной скорости. Каким будет отношение кинетических энергий тяжелого и легкого ша
риков тотчас после их абсолютно упругого центрального удара? 9---------------w

Решение. Так как удар упругий, то при ударе применим 
и закон сохранения механической энергии: \

2 2 2mv Mv-, mv9 
 = — + —— , (1) 

2------2 2
- dOи закон сохранения импульса:

mv = Mvx + mv2x . (2)

В уравнении записана проекция v2x вектора v2, поскольку неясно отлетит 
легкий шарик или продолжит движение в том же направлении вслед за тя
желым шаром.
Из уравнения (2), с учетом условия М = Зт, получаем v = 3v1+v2x , и, под
ставляя его в (1) приходим к выводу:

2 9 9 9 29v-± + 6ViV2x + v2 = + v2 ИЛИ 6V]V2x = -6v1 ИЛИ V2x = -V-L

то есть легкий шар, налетев на тяжелый шар, отлетит в обратном направле
нии со скоростью, равной скорости тяжелого шара. Раз скорости шаров по
сле удара равны, то их кинетические энергии относятся как массы шаров, 
следовательно,

/Екик1(игяжельш) _
Екин2(легкий)

Пример 1.44. Два шарика, массы которых 200 г и 600 г, висят, соприкасаясь, на одинако
вых нитях длиной 80 см. Первый шар отклонили на угол 90° и отпустили. На какую высоту 
поднимутся шарики после удара, если этот удар абсолютно неупругий?

Решение. Для полета легкого шарика из точки 1 в 
точку 2 применяем закон сохранения энергии:

7 /14= (1)

Для неупругого удара в точке 2 выполняется закон 
сохранения импульса:
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mIv1 = (jn +M)v2. (2)

Для подъема слипшихся шариков из точки 2 в точку 3 - опять закон сохра
нения энергии:

9
(m1 + m2)v2 . . .—122 = (mx + т2 )gh. (3)

Решив систему уравнений (1)-(3), получим /г =
{т1 + т2 J

I = 0,05 м

Пример 1.45. Шар массой 1 кг, подвешенный на нити длиной 90 см, отводят от положения 
равновесия на угол 60° и отпускают. В момент прохождения шаром положения равнове
сия в него попадает пуля массой 10 г, летящая навстречу шару со скоростью 300 м/с. Она 
пробивает его и вылетает горизонтально со скоростью 200 м/с, после чего шар продол
жает движение в прежнем направлении. На какой максимальный угол отклонится шар 
после попадания в него пули? (Массу шара считать неизменной, диаметр шара - прене
брежимо малым по сравнению с длиной нити.)

Решение. Чертеж поясняющий, этапы процесса, показан на рисунке.

Для спуска шара в нижнюю точку траектории, где будем считать потенци
альную энергию шара равной нулю, из точки на высоте h (рис.) применим 
закона сохранения механической энергии

,, , Ми[ .л.
Mgh = —±. (1)

Для процесса пробивания пулей шара применяется закон сохранения им
пульса:

Mux-mvx-Mu2-mv2. (2)

Знаки выбраны, исходя из условия в проекции на ось, направленную влево. 
По аналогии с применением закона сохранения механической энергии для 
спуска шара, применим его для подъема шара на высоту h2 с отклонением 
нити на угол 0 после вылета пули:
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Ми2 2
-^r~ = Mgh2. (3)

Таким образом, решая систему из трех уравнений (1)-(3), записанную на ос
новании законов сохранения энергии и импульса, можно ответить на вопрос 
задачи.
Из (1) скорость шара находится в нижней точке до попадания пули: 

u1 = yj2gh .
Из (2) скорость шара определяется в нижней точке, сразу после вылета 
пули:

и2 =ui+—(v2-vi)-

и2 2
Из (3) выражается высота h2 =----- .

2g
Учитывая геометрические соотношения, показанные на рисунке, высоты h 
и h2 выражаются через начальный и искомый угол отклонения нити точке 
до попадания пули:

h = 1(1-cosa) и h2 = l(l-cos/3).
Совокупное использование этих выражений приводит к соотношению:

cos/3 = l-^- = l--^-[j2gl(l-cosa)+—(v2-v1)\ = ->
2gl 2gl P v 2 17J 9

или /3 = arccos(7/9) = 39° .

Совместное использование законов сохранения с уравнениями кинематики 
и законами Ньютона

Рассмотрим пару примеров, где уравнения, записываемые с использованием 
закона сохранения энергии при движении тела, дополняются для получения от
вета уравнениями кинематики.

Пример 1.46. С высоты Н над землёй начинает свободно падать стальной шарик, кото
рый через время t = 0,4 с сталкивается с плитой, наклонённой под углом 30° к горизонту. 
После абсолютно упругого удара он движется по траектории, верхняя точка которой на
ходится на высоте h = 1,4 м над землёй. Чему равна высота Н? Сделайте схематический 
рисунок, поясняющий решение.

Решение. Схема полета шарика показана на рисунке. Термин «упругое от
ражение» в данной задаче означает, что после удара о плоскость шарик от
ражается с той же по модулю скоростью, при этом угол между вектором 
скорости и плоскостью (или перпендикуляром к ней) при отскоке равен 
углу между вектором скорости после отражения и плоскостью (или перпен
дикуляром к ней). Как видно из рисунка, угол между перпендикуляром к 
плоскости в точке падения и скоростью равен а=30°. Тогда угол между век
тором скорости после отражения и горизонтом равен р=(90°-2а)=30°.
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Модуль скорости перед и после столкновения с плитой скорость равен

v = gt = 4 м./с.

После соударения шарик движется как тело, брошенное со скоростью v 
под углом (3=30°. Как известно горизонтальная составляющая скорости 
vx = vcos/3 при таком полете (свободное падение, сила тяжести и ускорение 
тела направлены вертикально).
Так как при упругом ударе шарик меняет только направление движения, 
а кинетическая энергия шарика сохраняется, его механическая энергия в 
течение всего полета (от верхней точки на высоте Н до удара и от удара до 
полета в точку на высоте h) остаётся постоянной. Считая потенциальную 
энергию у поверхности земли равной нулю, из закона сохранения механи
ческой энергии получим

тт т^2 1 mVX2
mgH =-------F mghr -----— + mgh •

2 2

Учитывая, что vx = i>cos/3 , получим

2 2 2 оTT vx . V cos p , gH = ^- + gh =----—- + gh .

9 9_ TT , V COS 0 . .Откуда H = h-\-----------— . Учитывая полученные выше значения и = 4м/с и
2g

Р=30°, получим Н=2 м.

Пример 1.47. При выполнении трюка «Летающий велосипедист» гонщик движется по 
трамплину под действием силы тяжести, начиная движение из состояния покоя с высоты 
Н (см. рис.). На краю трамплина скорость гонщика направлена под таким углом к горизон
ту, что дальность его полета максимальна. Пролетев по воздуху, гонщик приземляется на 
горизонтальный стол, находящийся на той же высоте, что и край трамплина. Какова высо
та полета h на этом трамплине? Сопротивлением воздуха и трением пренебречь.
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Решение. Будем решать задачу, считая гонщика материальной точкой, а его 
полет свободным падением с начальной скоростью, направленной под углом 
а к горизонту и равной по модулю v .
Модуль начальной скорости определяется из закона сохранения энергии 
для спуска по трамплину высоты Н

mv2

(2)

-у = mgH , откуда v = -j2gH.
„ 2v2sinacosa v2 . n
Дальность полета определяется из выражения s =------------------= —sin 2а

g g
(см. стр. 10), время полета tn0Jl можно определить как время t, через которое 

t2
координата тела i/(f) = O + vosina7 + aj/j станет равной нулю; если началь
ная координата г/0 равнялась нулю, проекция ускорения на вертикальную 
ось ау = g. Дальность полета можно получить, умножив горизонтальную со
ставляющую начальной скорости uncosa на Это выражение достигает

максимального значения — при условии sin2a = l, т.е. при a = 45° .
2 g

Высота полета h =—sin2 а (находится из времени подъема до точки, где 
sina вертикальная составляющая скорости равняется нулю tnod = —------- см и

t2 ё
значения координаты тела y(t) - 0 + vosina-1 + ау — при t = tnojl, см. стр. 10), 

, v2 2gH Ндостигает значения h „ = — = —— = — . 
макс 4g 4g 2

Пример 1.48. На краю стола высотой h = 1,25 м лежит пластилиновый шарик массой 
т = 100 г. На него со стороны стола налетает по горизонтали другой пластилиновый 
шарик, имеющий скорость v = 0,9 м/с. Какой должна быть масса второго шарика, что
бы точка приземления шариков на пол была дальше от стола, чем заданное расстояние 
L = 0,3 м? (Удар считать центральным)

Решение. Для неупругого столкновения двух шариков закон сохранения 
импульса в проекции на горизонтальную ось, направленную по скорости 
движения налетающего шарика:

Mv = (т + М)и. (1)
После удара шарики движутся как единое тело, брошенное горизонтально с вы
соты h. Время полета такого тела, согласно законам свободного падения (нахо- 

t2
дится приравниванием нулю координаты y(t) - у0 + v0 sin a • t + ay — при yQ = h, 
v0 = 0 и ay = g, см. стр. 10)

t =
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За это время оно сместится по горизонтали на расстояние
L = ut. (3)

Решая систему уравнений (1) - (3), получим:

' J

откуда получаем искомый результат:

М > 7---- ----v = 0,2 кг.
v -I

Максимально сложными задачами по механике являются задачи, в которых 
совместно следует использовать и законы сохранения энергии, и импульса, и 
законы Ньютона, а иногда и уравнения кинематики. Хотя выше было сказано, 
что законы сохранения доказаны для того, чтобы их использовать в задачах, где 
нельзя напрямую использовать законы Ньютона, иногда это оказывается просто 
удобным, а иногда и просто необходимым. Рассмотрим несколько примеров.

Пример 1.49. К одному концу лёгкой пружины жёстко
стью к - 100 Н/м прикреплён массивный груз, лежащий 
на горизонтальной плоскости, другой конец пружины 

груза по плоскости ц = 0,2. Груз смещают по горизонта
ли, растягивая пружину, затем отпускают с начальной скоростью, равной нулю. Груз дви
жется в одном направлении и затем останавливается в положении, в котором пружина 
уже сжата. Максимальное растяжение пружины, при котором груз движется таким обра
зом, равно d = 15 см. Найдите массу т груза.

Решение. Начнем анализ задачи с конца. Найдём мак
симальное сжатие пружины Ь, при котором груз ещё 
покоится на столе при сжатой пружине. На груз дей
ствуют силы, показанные на рисунке (сама пружина 
не показана). Видно, что силу упругости уравновеши
вает сила трения покоя. При максимальном сжатии 
пружины, согласно закону Гука и закону сухого тре
ния (с учетом N=mg) получим:

____

Z7
тр Г упр

тжж
'mg

kb = /Jmg.
гл кОтсюда Ь —------ .

k
При движении груза из крайне правого положения, когда пружина растяну
та на d, до крайне левого положения, когда она сжата на Ъ, действует сила 
трения, поэтому изменение механической энергии системы тел «груз + пру
жина» равно работе силы трения скольжения. Поскольку в двух крайних 
положениях груз покоится, его кинетическая энергия равна нулю, потен
циальная энергия груза, связанная с притяжением Земли, не меняется на 
горизонтальном столе, и механическая энергия системы тел состоит только 
из потенциальной энергии сжатой пружины. Значит,

61



kb2 kd2
+ или

k(b2-d2) b.
—---------- = ~/nmg(d + b).

Учитывая, что слева в уравнении разность квадратов и (d + b)^0, приходим 
после сокращения на (d + Ь) к уравнению:

^(b-d) = -umg.

gmg ъ.Так как —-— - b , оно преобразуется к виду:
k

b-d = -2b.
„ , 3p.mg „Откуда d - ЗЬ = -£-—. Это позволяет наити искомую массу груза 

k
т = -^- = 2,5кг.

3gg

Пример 1.50. На гладкой горизонтальной плоскости находится длинная доска массой 
М = 2 кг. По доске скользит шайба массой т - 0,5 кг. Коэффициент трения между шайбой 
и доской р = 0,2. В начальный момент времени скорость шайбы v0 = 2 м/с, а доска поко
ится. Сколько времени потребуется для того, чтобы шайба перестала скользить по доске?

т М

Решение. Прежде всего, следует понять, из каких соображений можно най
ти искомое время. Чем характеризуется этот момент времени, когда шайба 
перестанет двигаться относительно доски? Это момент времени, когда оба 
тела начнут двигаться как единое целое со скоростью V.
В ходе движения шайба замедляет свой ход относительно земли, а доска 
ускоряется, причем ускорение направлено горизонтально. Это ускорение 
происходит под действием нескольких сил, однако все силы, кроме силы 
трения, действующей со стороны шайбы, направлены вертикально. Значит, 

F_ х тр
ускорение доски равно ам ~ •

Зная ускорение доски, ее начальную скорость (равна нулю) и конечную (равна у), 
можно будет найти время. Для этого нужно найти силу трения и скорость V.
Чтобы найти силу трения, действующую на доску со стороны шайбы, надо 
вспомнить третий закон Ньютона. Если шайба действует на шайбу с силой 
трения, то доска действует на шайбу с такой же по модулю, но противопо
ложно направленной силой трения. Поскольку шайба скользит по доске, силу 
трения, действующую на шайбу, можно вычислить по закону сухого трения

Fmp = PN-
Применив второй закон Ньютона для шайбы в проекции на вертикальную 
ось, мы получим N = mg. Тогда F = ]img.
Приходим к выводу, что и доска ускоряется под действем силы трения, рав
ной по модулю Fmp = ]img.
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Тогда, применив второй закон Ньютона уже к доске, получим, что сумма 
проекции всех сил, действующих на нее, на вертикальную ось равна нулю. 
На горизонтальную ось единственная сила трения дает проекцию, равную 
umg и y.mg = Ма.
п тЗначит, доска движется с ускорением а = ц — g.

М
Осталось определить, какой скорости она достигает до момента времени, 
когда шайба перестает скользить относительно. В этом может помочь закон 
сохранения импульса.
В данном примере нет традиционного столкновения двух тел, при котором 
обычно вспоминается закон сохранения импульса. Однако следует обратить 
внимание, что внешние силы, действующие на систему тел «доска-шайба», 
направлены по вертикали и в сумме равны нулю. Поэтому для системы тел 
«доска-шайба» в системе отсчета, связанной с землей, может быть применен 
закон сохранения импульса. Система «шайба-доска» чем-то напоминают си
стему «пуля и ящик на льду», когда пуля застревает в ящике. Только в од
ном случае мы имеем дело с «внешним» трением, закономерности которого 
мы знаем, а во втором случае с «внутренним» трением. Пуля, в конечном 
итоге, перестает двигаться относительно ящика (застревает в нем), то есть 
начинает двигаться с ящиком как единое целое.
Осталось понять, для каких моментов времени записать импульс системы. 
Очевидно, для тех, когда он может быть вычислен, и для тех, которые тре
буются Для решения задачи. Первому критерию удовлетворяет начальный 
момент времени, когда шайба движется, а доска еще нет. Импульс систе
мы тел будет равен для этого момента времени mvQ. Второй момент време
ни - это когда шайба перестала скользить по бруску, что означает, что оба 
тела движутся с одинаковой скоростью V. Тогда закон сохранения импульса 
дает:

mv0 -mv + Mv.
Откуда v = -—-4-. Это позволяет вычислить время процесса ускорения до- 

т + М
ски до скорости V.

v Mv= — =---_-------- —-------
а у mg ymg(M + m) yg(M + m)

Mmv0 ^— = 0,8(с).

Наибольшие затруднения возникают, когда законы сохранения и Ньютона 
надо применить к неравномерному движению по окружности. В этих задачах 
предполагается, что ученик знает, что при движении по окружности второй за
кон Ньютона трактуется так:
в момент времени, когда материальная точка движется по окружности радиуса 
R неравномерно и имеет скорость v, сумма проекции всех сил на ось направлен
ную вдоль радиуса окружности равна произведению массы материальной точки 

v2
т на центростремительное ускорение ацс = —, а сумма проекции сил на ось, на- 

R
правленную по касательной к окружности, равна произведению массы точки на 
тангенциальное ускорение ат. А векторная сумма этих взаимно перпендикуляр
ных ускорений равна векторной сумме всех сил, поделенной на массу точки.
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Выделенную курсивом часть формулировки второго закона Ньютона для не
равномерного движения по окружности и нужно применять при решении задач 
ЕГЭ, подобных приведенным ниже.

Пример 1.51. В установке, изображённой на 
рисунке, грузик А соединён перекинутой 
через блок нитью с бруском В, лежащим на 
горизонтальной поверхности трибометра, 
закреплённого на столе. Грузик отводят в 
сторону, приподнимая его на высоту h, и от
пускают. Длина свисающей части нити равна
L. Какую величину должна превзойти масса грузика, чтобы брусок сдвинулся с места в 
момент прохождения грузиком нижней точки траектории? Масса бруска М, коэффициент 
трения между бруском и поверхностью ц. Трением в блоке, а также размерами блока пре
небречь.

Решение. На рисунке показаны направления действующих на брусок и шар 
сил и обозначены значения их модулей. Чтобы брусок сдвинулся с места, 
нужно, чтобы сила, действующая на него со стороны нити, превысила мак-

Для нахождения силы натяжения нити используем второй закон Ньютона 
для грузика в нижнем положении. Хотя грузик движется неравномерно, в 
проекции на вертикальную ось, идущую вдоль радиуса окружности, по ко
торой движется грузик, второй закон дает :

mv2
Т - mg = тацс=—— . (1)

jU
Для перехода грузика из точки А в точку В можно применить закон сохра
нения механической энергии:

, mi)2
mgh = . (2)

Выразив из (2) mv2 = 2mgh и подставив в (1), получим:

mv2
~L~

2mgh 
+ mg = —— 2h ,

+ mg - mg\ —+ 1

Откуда искомая масса m > /лМ
2h

>/iMg.

L
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В банке заданий ЕГЭ встречаются и задачи, где выражение для центростре- 
v2

мительного ускорения аис - —, выводимое в школьном курсе для равномерного 
г

движения по окружности, используется для описания для неравномерного дви
жения по такой траектории. В курсах углубленного изучения физики рассматри
вается такой тип движения и показывается, что полное ускорение тела в этом 
случае можно представить как сумму двух векторов: нормального ускорения
-ап , направленного по радиусу и модуль которого как раз равен ап - ацс - — 

(и - мгновенная скорость в данный момент времени в данной точке окружности), 
и тангенциального ускорения ат, направленного по касательной к окружности. 
Нормальное ускорение показывает «темп поворота» вектора скорости при движе
нии по окружности, а тангенциальное ускорение «темп увеличения модуля» век
тора скорости. Разберем ряд таких задач, раз они встречаются в банке сложных 
заданий ЕГЭ.

Пример 1.52. Небольшая шайба после толчка приобретает скорость / R
v = 2 м/с и скользит по внутренней поверхности гладкого закреплён- I -» / Ь 
ного кольца радиусом R = 0,14 м. На какой высоте h шайба отрывает- у | 
ся от кольца и начинает свободно падать?

Решение. Так как трения нет, выполняется закон сохранения энергии при 
переходе шайбы из нижней точки кольца в точку отрыва:

mv2
~~2~

mu2
~~2~ (1)+ mgh.

В момент отрыва на шайбу действует только сила тя
жести. Однако шайба еще движется по окружности. 
В соответствии со вторым законом Ньютона в системе 
отсчета, связанной со столом, проекция силы тяже
сти на ось, направленную вдоль радиуса окружности, 
по которой движется шайба, равна произведению ее

и2 
массы на ее центростремительное ускорение л - — 

ц R 
тацс = mgsina

и2
— = gsina •
R

(2)

Учитывая, что sina =-------, из (1) и (2) получим:
R

v2 = g(h-R) + 2gh .

7Э 7)^
Отсюда £ = —+ —= 0,18 (м).

3 3g
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Пример 1.53. Система из грузов т и М и связывающей их лёгкой нерас
тяжимой нити в начальный момент покоится в вертикальной плоско
сти, проходящей через центр закреплённой сферы. Груз т находится в 
точке А на вершине сферы (см. рис.). В ходе возникшего движения груз 
m отрывается от поверхности сферы, пройдя по ней дугу 30°. Найдите 
массу М, если т = 100 г. Размеры груза m ничтожно малы по сравнению 
с радиусом сферы. Трением пренебречь. Сделайте схематический рисунок с указанием 
сил, действующих на грузы.

м

Решение. Так как трения нет, в систему отсчёта, связанную с Землёй, инер
циальной механическая энергия системы этих грузов сохраняется. 
Используя его, найдём модуль скорости груза т в точке 
его отрыва от поверхности сферы. За нуль отсчета потен
циальной энергии примем горизонтальную плоскость, 
проходящую через центр окружности. В начальном со
стоянии груз М находится ниже центра сферы на величи
ну h0 и его потенциальная энергия отрицательна. Скоро
сти связанных грузов в момент отрыва и в любой иной 
момент движения равны. В начальный момент времени 
грузы не двигались. Положения грузов в момент отрыва
показаны на рисунке, легкий груз находится на высоте Rcosa. относительно 

п 
центра окружности. До отрыва грузы проходят путь, равный h - hQ = R—, 

6 
где h - высота нижнего груза, отсчитанная вниз от центра окружности.
Закон сохранения энергии тогда запишется как

„ лг , mv2 „ Mv2 .. , 
mgR- MghQ  -------к mgRcosaч--------1-Mg(-h),

__________________2___ 2

2gR m(l-cosa) + M~
отсюда v-

т + М
Условие отрыва груза т от сферы - отсутствие силы реакции на груз. При 
этом груз т все еще ещё движется по окружности радиусом R, но уже не 
давит на сферу. Сила 7^ направлена по касательной к сфере, поэтому его 
центростремительное ускорение вызвано только силой тяжести. Проекция 
силы тяжести на ось, идущую вдоль радиуса сферы в этот момент времени 
согласно второму закону Ньютона:

v2
mg cosa = тацс = m— • 

R
Подставляя сюда значение v, найденное выше, получим 

2 
т + М

m(l-cosa} +М— = cosa, ' 7 6отсюда

2 zn(3cosa-2) 6 о Z Л „ 
М = —------------ = 0,1-------= 0,33 (кг).

п л/3 
3 2

— cosa 
3
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Пример 1.54, Невесомый стержень длиной / = 1 м может вращаться вокруг 
горизонтальной оси, проходящей через точку О. Небольшие шарики массой 
т1 - 0,25 кг и т2 = 0,5 кг укреплены на стержне (см. рис.). Чему равна сила, 
с которой стержень действует на массу т2 в нижней точке траектории, если 
груз массой т1 в этот момент имеет скорость и = 1 м/с?

о

1/2

1/2

т: о
Решение. В инерциальной системе отсчета ускорение груза т2 
определяется вторым законом Ньютона:

т2 а2 = Т - т2 g.
Так как оба груза движутся с одинаковой угловой скоростью, то груз т2 
движется по окружности радиуса I со скоростью и2 = 2п и ее центростреми- 

t»2 4о2тельное ускорение: а2=—^- = —j— ■

Тогда сила натяжения стержня равна: Г = т2 4оё + —~ =7(Н)-

Механические колебания и волны
Понимание закономерностей свободных колебаний математического и пру

жинного маятников и умение работать с уравнением их движения (уравнение гар
монических колебаний - зависимость смещения тела от положения равновесия х 
от времени х(t) = A sin (со/ + <р0)) часто проверяется в ЕГЭ в заданиях с выбором 
ответа, хотя среди этих заданий встречаются и достаточно сложные.

В заданиях, требующих развернутого ответа, груз, колеблющийся на нити или 
на пружине, на самом деле, используются для проверки умений описывать зако
ны сохранения энергии в ходе таких колебаний.

Однако в открытом банке ЕГЭ есть несколько сложных заданий, в которых 
упоминаются гармонические колебания.

В уравнение гармонических колебаний x(t) = A sin (со/ + <р0) входит величина 

ы = — , связанная с периодом колебаний Т. Для груза на нити, если колебания 

происходят только под действием силы тяжести и натяжения нити, период коле
баний определяется длиной нити и ускорением свободного падения

Т-Ч^-
Для пружинного маятника, как горизонтального, так и вертикального 

(рис. 16) период колебаний определяется массой груза и жесткостью пружины, к 
которой этот груз прикреплен,
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